DM de mathématiques n°6

Polynémes de Tchebychev

a rendre pour le lundi 2 mars

On définit la suite (P,)nen de polynémes de C[X| par :

Ph=1 PL=X et VneN Poio=2XP,11—PF,
1) Calculer P, P3, Py.
2) Déterminer le degré et le coefficient dominant de P,.

3) Montrer que, pour tout n € N et tout z € C*, on a :

ARSI

4) En déduire une expression simple de P,(cos ), pour tout 6 € R.

5) Montrer que P, est 'unique polynéme de C[X] vérifiant la relation suivante :

V0 € R P,(cos®) = cos(nb).

6) Résoudre 'équation cos(nf) = 0, d’inconnue 6 € R.

7) En déduire toutes les racines de P,, puis donner une factorisation de P,.
8) Pour tout 0 € R, exprimer cos(nf) en fonction de puissances de cos 6.

9) Déduire de la question précédente que :

[n/2]
_ n n—2 2
e =3 ()i oy

p=0
10) Soit n € N. On considére la fonction f,, : [-1,1] — R définie par
fn(z) = cos(n arccos ).
a) Calculer fy, f1 et fo.
b) Exprimer f,1+1 + fn—1 en fonction de f,.

c) Pour tout = € [-1,1], exprimer f,(x) comme un polynéme en x.
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